Résumé produil scalaire 1 S2
1 Différentes expressions du produit scalaire

1.1 Norme dun vecteur

Définition : Soit @ un vecteur et A, B deux points tels que ¢ = 4443)
On appelle norme de 7 la longueur AB et on note : ||| = HEH = AB.
On dit que @ est unitaire si | 7] = 1.

Propriété : Norme d’un vecteur

5 = P a
Dans un repére (O: i ?) orthonormé, la norme du vecteur o ( b ) est :

2] = va? + b2

1.2 Définition triangulaire du produit scalaire

Définition : Soient @ et ¥ deux vecteurs.

On appelle produit scalaire de @ et de ¥ le nombre réel noté @. 7 et défini par :
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Ficure 1 — Définition triangulaire du produit scalaire

1.3 Expression du produit scalaire dans un repére orthonormé

Propriété : Soit (O; 7 ; 7) un repére orthonormé.

!
Siu ( ﬁ ) et T ( ;, ) alors W. 0 = z2’ + yy'.

1.4 Expression a l’'aide de projections

Propriété : Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls.

On note o = zﬁ et U = /ﬁ On appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB). Alors :
— 8i H et B sont du méme c6té de A (voir figure 2), alors 77= AB x AH;

— Si H et B sont de part et d’autre de A (voir figure 3), alors 7.7 = —AB x AH.

— Si H et A sont confondus, 7.7 = 0.
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FICURE 2 — Expression & l'aide de projections — Cas 1
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FIGURE 3 — Expression a l'aide de projections — Cas 2
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. . . Résumé produil scalaire 1 S2
1.5 Expression trigonométrique

Propriété : Soient @ et ¥ deux vecteurs.

— —

u. v

2 Regles de calcul sur le produit scalaire

Propriété 1 : Soient U et U deux vecteurs.

Remarque : On dit que le produit scalaire est commutatif. Cette propriété est évidente & montrer i 'aide
de la définition triangulaire du produit scalaire.

Propriété 2 : Soient W, W et W trois vecteurs et k un nombre réel.

U+ U

rw et W.(T W) =T,

w (kW) =k x (U.7)

R.emarques H

1. On dit que le produit scalaire est bilinéaire. Cette propriété est simple & montrer en utilisant la
définition du produit sealaire dans un repére orthonormé.

3 Produit scalaire et orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux

Définition : Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls. On note A, B, C' et D les points tels que A§ =1 et
CD =7
On dit que @ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.

Conséquences :

1. Les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires si et seulement si AB.C'D = 0.
z

. N o T i
2. Soit (O; 7 ?) un repére orthonormé.Soient deux vecteurs o ( y ) et U ( J )

% et U sont orthogonaux si et seulement si 22’ + yy’ = 0.

4.1 Vecteur normal & une droite

Définition : Soit D une droite.
On dit que le vecteur 7 est un vecteur normal & D si la direction de 7 est orthogonale a D.

Propriété : Soit D la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

b

s a e
Alors, le vecteur 7i ( est un vecteur normal & la droite D.

4.2 Droites perpendiculaires

Propriété : Soit D la droite d’équation ar + by + ¢ = 0 et D’ la droite d’équation a'r + by + ¢ = 0.
Les droites D et D' sont perpendiculaires si et seulement si aa’ + bb' = 0.,

Remarque : Si la droite D admet comme équation réduite y = maz + p et la droite D’ comme équation
réduite y = m'z + p’ alors la propriété devient :

D et D' sont perpendiculaires si et seulement si mm'= —1.
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Résume produit scalaire 1 S2
Cercle Le produit scalaire r

Définition
Soient € un point du plan et R un nombre positif.
Le cercle de centre Q) et de rayon R est I'ensemble des points M du plan tels que QM = R

On a donc QM?* = R? et si M(z,y) et Q(a.b), on retrouve |I'équation cartésienne d'un cercle :
(x—a)+(y—b)? = R

Théoréme .

Soient deUX£oints A et B du plan, I'ensemble des points M tels que MA - MB = 0 est le cercle de
diametre [AB].

Formules d'addition, de soustraction et de duplication des
cosinus et sinus

Pour tout nombre réel a et b,
® cos(a— b) = cosacos b+ sinasinb

® cos(a+b) =cosacosh—sinasinb

Pour tout nombre réel a,
® sin(a—b) = sina cos b — cosa sinb
® cos2a = cos*a—sin“a = 2cosa—1=1-2sin‘a

® sin(a+b) = sinacos b + cosa sinb . .
® sin2a = 2sina cosa

Application a la géométrie traditionnelle

Le théoreme d'al-Kashi s'énonce de la fagon suivante :

=
| N
s ™

Soit un triangle ABC, dans lequel on utilise les notations usuelles exposees sur la figure
ci-dessus.

N\
az="h2+c2-2bc.cos A

P
b2= a2 + ¢2 - 2ac cos B

N\
c2=a2+bh2-2abcosC
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s - Résumé produit scalaire 1 S2
Théoreme de la médiane P

Etant donné un triangle ABC, I le milieu du segment [BC] alors :

AB2 + AC2 = 2AI2 + BC2/2.
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